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×òî òàêîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå íà ðèìà-
íîâûõ ïîâåðõíîñòÿõ? Â êàêèõ çàäà÷àõ îíî
âîçíèêàåò?
Äèñêðåòíûé àíàëîã áàçèñîâ Ôóðüå-Ëîðàíà íà ðèìàíîâûõ ïî-
âåðõíîñòÿõ áûë ïîñòðîåí Êðè÷åâåðîì è Íîâèêîâûì â 1986-
1990 ãã äëÿ îïåðàòîðíîãî êâàíòîâàíèÿ çàìêíóòîé ñòðóíû. Èäåè
ýòîé êîíñòðóêöèè áûëè âçÿòû èç òåîðèè êîíå÷íîçîííûõ ïîòåí-
öèàëîâ â òåîðèè ñîëèòîíîâ. Ðèìàíîâû ïîâåðõíîñòè âîçíèêàþò
ïðè ýòîì êàê ñïåêòðàëüíûå êðèâûå îïåðàòîðîâ.
Íåïðåðûâíûé àíàëîã ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå íà ðèìàíîâûõ ïî-
âåðõíîñòÿõ áûë ïîñòðîåí â íàøåé ðàáîòå 2003 ã.
Íåäàâíî íàìè áûëî äîêàçàíî (2008-2009), ÷òî ýòî ïðåîáðà-
çîâíèå � èçîìåòðèÿ â íåêîòîðîé èíäåôèíèòíîé ìåòðèêå äëÿ
g > 0 â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå èìååò õîðî-
øèå ìóëüòèïëèêàòèâíûå ñâîéñòâà. Ñîîòâåòñòâóþùèå îïåðàòî-
ðû ïðè ýòîì ñèíãóëÿðíû.



Îáû÷íîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå:
Áàçèñíûå ôóíêöèè îáëàäàþò ñëåäóþùèìè
äâóìÿ ôóíäàìåíòàëüíûìè ñâîéñòâàìè:
Ψn(k) = (k)n, x = n ∈ Z, |k| = const (äèñêðåòíûå)
Ψ(x, k) = exp(ikx), x, k ∈ R (íåïðåðûâíûå)

a) Îíè îáðàçóþò îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ
b) Çàêîí èõ óìíîæåíèÿ ãðàäóèðîâàí:

Ψn(k)Ψm(k) = Ψm+n(k), Ψ(x, k)Ψ(y, k) = Ψ(x + y, k)

Çäåñü ðîä ðèìíîâîé ïîâåðõíîñòè Γ = S2 ðàâåí 0: g = 0. Â
äèñêðåòíîì ñëó÷àå λ = ik = z−1, τ = | log z| ëåæèò íà �êàíîíè-
÷åñêîì êîíòóðå� κc: τ = c íà ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòè. Â íåïðå-
ðûâíîì ñëó÷àå Imk = c, îñîáûé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò �ñïåöè-
àëüíûé êàíîíè÷åñêèé êîíòóð� κ0.
Äëÿ íåïðåðûâíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå ìû áóäåì
ðàáîòàòü òîëüêî íà òàêèõ êîíòóðàõ.



Äèñêðåòíûé ñëó÷àé: áàçèñû Ôóðüå-Ëîðàíà íà ðèìàíîâûõ
ïîâåðõíîñòÿõ .

È.Ì.Êðè÷åâåð, Ñ.Ï.Íîâèêîâ, 1. �Àëãåáðû òèïà Âèðàñîðî, ðè-
ìàíîâû ïîâåðõíîñòè è ñòðóêòóðû òåîðèè ñîëèòîíîâ�; 2. �Àë-
ãåáðû òèïà Âèðàñîðî, ðèìàíîâû ïîâåðõíîñòè è ñòðóíû â ïðî-
ñòðàíñòâå Ìèíêîâñêîãî�; 3. �Àëãåáðû òèïà Âèðàñîðî, òåíçîð
ýíåðãèè-èìïóëüñà è îïåðàòîðíûå ðàçëîæåíèÿ íà ðèìàíîâûõ
ïîâåðõíîñòÿõ�.Ôóíêö. àíàëèç è åãî ïðèëîæåíèÿ: 21:2 (1987),
46�63; 21:4 (1987), 47�61; 23:1 (1989), 24�40.
4.Krichever I.M., Novikov S.P.,Riemann Surfaces, Operator Fields,
Strings. Analogues of Fourier-Laurent bases. In the Memorial
Volume of V.Kniznik: Physics and Mathematics of Strings, pp
356-388, Editors L.Brink, D.Friedan, A.Polyakov, World Scienti�c,
Singapore 1990



Ñòðóííàÿ äèàãðàììà (Γ, P+, P−, k+, k−):
Çäåñü 1/k+, 1/k− � ëîêàëüíûå ïàðà-
ìåòðû âáëèçè �áåñêîíå÷íî óäàëåí-
íûõ òî÷åê � P− (�in�) è P+ (�out�)
ñîîòâåòñâåííî, dp � ìåðîìîðôíûé
äèôôåðåíöèàë ñ 2 ïðîñòûìè ïîëþ-
ñàìè â òî÷êàõ P+, P−
dp = dk+/k+ + O(1),
dp = −dk−/k− + O(1)
Re
∮
dp = 0 ïî âñåì çàìêíóòûì ïó-

òÿì.
Çäåñü �âðåìÿ� τ = Re p
τ (P+) = +∞, τ (P−) = −∞

Àíàëîã äèñêðåòíûõ áàçèñîâ Ôóðüå îïðåäåëåí äëÿ ôóíêöèé
(òåíçîðíûõ ïîëåé) íà êîíòóðàõ κc : −∞ < τ = c < +∞.



Àíàëîã áàçèñîâ Ëîðàíà äëÿ ãîëîìîðôíûõ ôóíêöèé îïðåäå-
ëåí äëÿ îáëàñòåé ìåæäó 2 êîíòóðàìè κc′ è κc′′ ãäå c

′ < c′′. Âñå
êîíñòðóêöèè åñòåñòâåííî îáîùàþòñÿ íà òåíçîðíûå ïîëÿ ïðîèç-
âîëüíîãî òåíçîðíîãî âåñà. Òåíçîðíûå âåñà 0,1,-1,2,1/2 îñîáåííî
âàæíû äëÿ òåîðèè ñòðóí.
Êðè÷åâåð è Íîâèêîâ ââåëè ýòè áàçèñû ïðè ïîñòðîåíèè îïåðà-
òîðíîãî êâàíòîâàíèÿ áîçîííîé ñòðóíû. Äëÿ ýòîé çàäà÷è íóæ-
íû áàçèñû ñ õîðîøèìè ìóëüòèïëèêàòèâíûìè ñâîéñòâàìè.
Äàííûå áàçèñû çàäàþòñÿ ñëåäóþùèìè àñèìïòîòèêàìè â òî÷-
êàõ P+, P−, ãäå k±(λ) =∞:

Ψj(λ) =

 k
j+g/2
+ (c+

j + o(1)) λ→ P+

k
−j+g/2
− (c−j + o(1)) λ→ P−

(Ìû ïðèâîäèì çäåñü ôîðìóëû ëèøü äëÿ ñêàëÿðíîãî ñëó÷àÿ,
j ∈ Z äëÿ g = 2s è j ∈ Z + 1/2 äëÿ g = 2s + 1, j äîñòàòî÷íî
âåëèêî.)



Çàêîí óìíîæåíèÿ ïî÷òè ãðàäóèðîâàí:

Ψl(λ)Ψm(λ) =

n=l+m+N∑
n=l+m−N

Cn
lmΨm(λ).

Çäåñü N = N(g) íå çàâèñò îò l,m, Cn
lm íå çàâèñÿò îò

λ.



Íåïðåðûâíûå àíàëîãè áàçèñîâ Êðè÷åâåðà-Íîâèêîâà.

Grinevich P.G., Novikov S.P.Communications on Pure and Applied

Mathematics, 56, Issue 7 (2003), pp. 956-978.

Îáîçíà÷èì z = 1/k ëîêàëüíûé
ïàðàìåòð â òî÷êå P , dp �
ìåðîìîðôíûé äèôôåðåíöèàë
ñ ïîëþñîì âòîðîãî ïîðÿäêà â
òî÷êå P
dp = dk + O(1),
Im
∮
dp = 0 äëÿ âñåõ çàìêíûòûõ

ïóòåé.
τ = Im p êîððåêòíî îïðå-
äåëåíî.

Ñïåöèàëüíûé êàíîíè÷åñêèé êîíòóð κ0 çàäàåòñÿ óðàâ-
íåíèåì τ = Im p = 0.



Ñòàíäàðòíûå äàííûå êîíå÷íîçîííîé îáðàòíîé çàäà-
÷è:
1) Êîìïàêòíàÿ ðèìàíîâà ïîâåðõíîñòü Γ ðîäà g ñ �áåñ-
êîíå÷íîé� òî÷êîé P è ëîêàëüíûì ïàðàìåòðîì z =
1/k â îêðåñòíîñòè P, z(P ) = 0.
2) Íàáîð òî÷åê γ1,. . . , γg (ïîëþñîâ ψ-ôóíêöèè), D =
γ1 + . . . + γg.
3) �Óñëîâèÿ âåùåñòâåííîñòè� íà Γ è ïîëþñà.



Ýòè äàííûå áûëè íàéäåíû â 1974 ãîäó Ñ.Ï.Íîâèêîâûì
è äðóãèìè äëÿ êîíå÷íîçîííûõ îïåðàòîðîâ 2-ãî ïî-
ðÿäêà è ðåøåíèé ÊäÔ. Â ýòîì ñëó÷àå Γ � ãèïåð-
ýëëèïòè÷åñêàÿ ðèìàíîâà ïîâåðõíîñòü (2-ëèñòíîå íà-
êðûòèå λ-ïëîñêîñòè), ñì. îáçîð Á.Äóáðîâèíà, Â.Ìàòâååâà,
Ñ.Íîâèêîâà 1976 ã.



Îáîáùåíèå íà ïðîèçâîëüíûå ðèìàíîâû ïîâåðõíîñòè
áûëî íàéäåíî È.Ì.Êðè÷åâåðîì â 1976 ã. â çàäà÷å êî-
íå÷íîçîííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ ÊÏ, ñì. îáçîð È.Ì.Êðè-
÷åâåðà â 1977 ã.
Îòìåòèì, ÷òî âû÷èñëåíèå Ψ-ôóíêöèè íà ãèïåðýë-
ëèïòè÷åñêèõ ðèìàíîâûõ ïîâåðõíîñòÿõ â òåðìèíàõ òåòà-
ôóíêöèé Ðèìàíà â ýòîé ñòàòüå îøèáî÷íî ïðèïèñàíî
Áåéêåðó. Â äåéñòâèòåëüíîñòè, â ñòàòüå 1928 ãîäà Áåé-
êåð îïèñàë àíàëèòè÷åñêèå ñâîéñòâà ýòîé ôóíêöèè è
óêàçàë, ÷òî îòâåò ìîæåò áûòü âû÷èñëåí ñ ïîìîøüþ
îïèñàííîé â äàííîé ðàáîòå òåõíèêè, îäíàêî ýòî âû-
÷èñëåíèå ïðîâåäåíî íå áûëî. Âïåðâûå îòâåò áûë âû-
ïèñàí À.Ð.Èòñîì â ïðèëîæåíèè ê ïðåäûäóùåìó îá-
çîðó.



Ôóíêöèÿ Áåéêåðà-Àõèåçåðà îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùè-
ìè àíàëèòè÷åñêèìè ñâîéñòâàìè:
1) Ôóíêöèÿ Ψ(λ, x), λ ∈ Γ, x ∈ R ìåðîìîðôíà íà Γ\P
ñ ïðîñòûìè ïîëþñàìè γ1, . . . , γg, Ψ(λ, x0) = 1.
2) Ψ(λ, x) = (1 + o(1)) exp(ik(x− x0)), ïðè λ→∞.

Ïóñòü g = 0 è Γ = C
⋃
∞, P = ∞. Çäåñü k � ñòàí-

äàðòíàÿ êîîðäèíàòà. Òîãäà p = k, Ψ(λ, x) = exp(ikx) �
ñòàíäàðòíûé Ôóðüå-áàçèñ íà âåùåñòâåííîé ïðÿìîé
Im k = 0



Íåïðåðûâíûé àíàëîã áàçèñîâ Ôóðüå (Grinevich-
Novikov, 2003).
Ïóñòü γ1 = . . . = γg = P, x0 = 0. Òîãäà ψ-ôóíêöèè îáðàçóþò
ïî÷òè ãðàäóèðîâàííóþ àëãåáðó (çäåñü c0 = 1, c1 = ζ(x+y) = σ′/σ
äëÿ g = 1):

Ψ(λ, x)Ψ(λ, y) =

g∑
j=0

cj(x, y)∂
j
zΨ(λ, z)

∣∣∣
z=x+y

Ìû èçó÷àåì ôóíêöèè ïåðåìåííîé λ, è â äàííîì ñëó÷àå x �
ïàðàìåòð, íóìåðóþùèé áàçèñíûå ôóíêöèè.
Ôóíêöèè Ψ(λ, x) ñèíãóëÿðíû ïî ïåðåìåííîé x. Îíè èìåþò ïî-
ëþñ â òî÷êå x = 0. Òàê íàïðèìåð, êëàññè÷åñêèé ïåðèîäè÷åñêèé
îïåðàòîð Ëàìå −∂2

x+g(g+1)℘(x) � ñïåöèàëüíûé ñëó÷àé äàííîé
êîíñòðóêöèè ïðè âñåõ g > 0.
Ôèçè÷åñêàÿ òåîðèÿ ñîëèòîíîâ (ÊäÔ) èñïîëüçóåò ðåãóëÿðíûå
îïåðàòîðû −∂2

x + g(g + 1)℘(x + iω′) ãäå 2ω′ � ìíèìûé ïåðèîä
(�áåãóùàÿ âîëíà� äëÿ g = 1).



Íàøà öåëü � îòâåòèü íà ñëåäóþùèé âîïðîñ:
Ñóùåñòâóåò ëè äëÿ òàêèõ îïåðàòîðîâ ðàçóìíàÿ ñïåê-
òðàëüíàÿ òåîðèÿ â ïðîñòðàíñòâå ôóíêöèé íà âñåé x-
ïðÿìîé?
Êëàññè÷åñêèå ó÷åíûå íà÷èíàÿ ñ Ýðìèòà ðàññìàòðè-
âàëè ëèøü çàäà÷ó íà îòðåçêå [0, T = 2ω] ñ íóëåâû-
ìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè. Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ïðåîá-
ðàçîâàíèÿ Ôóðüå ñ õîðîøèìè ìóëüòèïëèêàòèâíûìè
ñâîéñòâàìè íàì íóæíà çàäà÷à íà âñåé ïðÿìîé.

Ôóíêöèè Áåéêåðà-Àõèåçåðà ðåãóëÿðíûõ âåùåñòâåí-
íûõ ïåðèîäè÷åñêèõ îïåðàòîðîâ íèêîãäà íå îáðàçóþò
ïî÷òè ãðàäóèðîâàííûõ êîíå÷íîçîííûõ ñèñòåì ïðè
g > 0. Ïîýòîìó äëÿ ïîñòðîåíèÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôó-
ðüå íåîáõîäèìî ðàáîòàòü ñ ñèíãóëÿðíûìè îïåðàòîðà-
ìè.



Ðàññìîòðèì âåùåñòâåííûé êîíå÷íîçîííûé (ðåãóëÿð-
íûé èëè ñèíãóëÿðíûé) îïåðàòîð

L = −∂2
x + u(x).

Γ âåùåñòâåííà. Åå óðàâíåíèå: µ2 = (E − E1) · · · (E − E2g+1).

Îáîçíà÷èì σ ïåðåñòàíîâêó ëèñòîâ: σ(E, µ) = (E,−µ), σ2 = id
Ðåãóëÿðíûå îïåðàòîðû ñòðîÿòñÿ ïî ñëåäóþùèì äàííûì:
1) Âñå Ej âåùåñòâåííû. Ïóñòü E1 < E2 < . . . < E2g+1
2) Êàæäûé îòðåçîê [E2j, E2j+1], j = 1, . . . , g ñîäåðæèò ðîâíî
îäèí ïîëþñ: λj ∈ [E2j, E2j+1], çäåñü λj îáîçíà÷àåò ïðîåêöèè
òî÷åê γj íà E-ïëîñêîñòü.
Âåùåñòâåííûå ñèíãóëÿðíûå îïåðàòîðû ñòðîÿòñÿ ïî ñëåäóþ-
ùèì äàííûì:
1) Γ âåùåñòâåííà, ò.å. íàáîð òî÷åê âåòâëåíèÿ èíâàðèàíòåí îò-
íîñèòåëüíî êîìïëåêñíîãî ñîïðÿæåíèÿ. Ïóñòü τ (E, µ) = (Ē, µ̄),
τ2 = id.
2) Íàáîð ïîëþñîâ âåùåñòâåíåí (èíâàðèàíòåí îòíîñèòåëüíî τ).



Îñíîâíûå ïðèìåðû: Ïóñòü g = 1 (Γ � òîð):
1) Âñå Ej âåùåñòâåííû, j = 1, 2, 3:

Ðåøåòêà ïåðèîäîâ ℘-ôóíêöèè Âåéåðøòðàññà âåùå-
ñòâåííà ñ ïåðèîäàìè 2ω, 2iω′.



Çàïðåùåííûå çîíû â ýòîì ñëó÷àå � [−∞, E1] è [E2, E3]

κ0 íàðèñîâàí òîíêîé ëèíèåé.

Êîíòóð κ0 ñîñòîèò èç 2-õ êîìïîíåíò: áåñêîíå÷íîé è
êîíå÷íîé. Â ýòîì ñëó÷àå èìååòñÿ ðîâíî îäèí ïîëþñ
γ: â ðåãóëÿðíîì ñëó÷àå îí ëåæèò â êîíå÷íîé ëà-
êóíå è ìû èìååì ñäâèíóòûé îïåðàòîð Ëàìå-Ýðìèòà,
â ñèíãóëÿðíîì ñëó÷àå îí ëåæèò â áåñêîíå÷íîé ëà-
êóíå è ìû èìååì ñòàíäàðòíûé îïåðàòîð Ëàìå-Ýðìèòà.
Â îáîèõ ñëó÷àÿõ ñïåêòð � îáúåäèíåíèå 2 âåùåñòâåí-
íûõ èíòåðâàëîâ: [E1, E2]

⋃
[E3,∞] (ïðîåêöèÿ κ0), îä-

íàêî ñîáñòâåííûå ôóíêöèè è ôóíêöèîíàëüíûå ïðî-
ñòðàíñòâà íà x-ïðÿìîé äðàìàòè÷åñêè îòëè÷àþòñÿ.



2)Ïóñòü E1 âåùåñòâåííî, E3 = E2:

Ðåøåòêà ïåðèîäîâ â ýòîì ñëó÷àå ðîìáè÷åñêàÿ.

κ0 íàðèñîâàíî òîíêèìè ëèíèÿìè.



Ñïåêòð çàäà÷è íà âñåé ïðÿìîé ñîâïàäàåò ñ
ïðîåêöèåé êîíòóðà κ0 íà E-ïëîñêîñòü. Îí
ñîäåðæèò êîìïëåêñíóþ äóãó, ñîåäèíÿþùóþ
E2, E3 = Ē2.
Ñïåêòðàëüíûé ñìûñë ñèíãóëÿðíûõ îïåðàòî-
ðîâ óêàçàííîãî òèïà íà âñåé ïðÿìîé ðàíåå
íå îáñóæäàëñÿ.



Ïðÿìîå è îáðàòíîå ñïåêòðàëüíîå ïðåîáðàçî-
âàíèå
Ââåäåì ñëåäóþùóþ �ñïåêòðàëüíóþ ìåðó� äëÿ λ = (E,±) ∈ Γ
Ψ∗(λ, x) = Ψ(σλ, x); γj = (λj, µj) � ïîëþñà,

dµ =
(E − λ1) . . . (E − λg)dE

2
√

(E − E1) . . . (E − E2g+1)
,

Äëÿ ëþáîé ãëàäêîé ôóíêöèè φ(λ), λ ∈ κ0, äîñòàòî÷íî õîðîøî
óáûâàþùåé ïðè λ→ P , ìû îïðåäåëÿåì
Ñïåêòðàëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå:

φ̃(x) =
1√
2π

∫
κ0

φ(λ)Ψ∗(λ, x)dµ(λ) (1)

è îáðàòíîå Ñïåêòðàëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå:

φ(λ) =
1√
2π

∫
R
φ̃(λ)Ψ(λ, x)dx (2)



Ìû íàçîâåì èõ ïðåîáðàçîâàíèÿìè Ôóðüå, åñëè λj =
∞. Â ýòîì ñëó÷àå dµFourier = dE/2

√
(E − E1) . . . (E − E2g+1),

è íàø áàçèñ îáëàäàåò õîðîøèìè ìóëüòèïëèêàòèâíû-
ìè ñâîéñòâàìè.
Â ðåãóëÿðíîì ñëó÷àå ñïåêòðàëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå �
èçîìåòðèÿ ïðñòðàíñòâ L2(κ0) è L2(R) ñî ñêàëÿðíûìè
ïðèçâåäåíèÿìè:

< ψ1, ψ2 >κ0
=

∫
κ0

ψ1(λ)ψ2(λ)dµ(λ),

< f1, f2 >R=

∫
R
f1(x)f 2(x)dx.

(Çäåñü �ìåðà� dµ � ñòàíäàðòíàÿ �ñïåêòðàëüíàÿ ïëîò-
íîñòü�
1/2χR(E, x0), χ = χR + iχI = Ψ′/Ψ.)



Ñèíãóëÿðíûå ïîòåíöèàëû:
1) Ôîðìóëà äëÿ ñïåêòðàëüíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ îñòà-
åòñÿ íåèçìåííîé; ôîðìóëà äëÿ îáðàòíîãî ñïåêòðàëü-
íîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ïðîäîëæàåò äåéñòâîâàòü ïîñëå
åñòåñòâåííîé ðåãóëÿðèçàöèè.
2) Êàê è â ðåãóëÿðíîì ñëó÷àå, ñïåêòðàëüíîå ïðåîá-
ðàçîâàíèå � èçîìåòðèÿ , íî óæå ïðîñòðàíñòâ ñ èíäå-
ôèíèòíîé ìåòðèêîé, îïèñàííîé íèæå.
Âñå îñîáåííîñòè èìåþò âèä

u(x) = nj(nj + 1)/(x− xj)2 + O(1), nj ∈ Z. (3)

Ôóíêöèÿ Ψ(λ, x) ìåðîìîðôíà ïî x. Äëÿ âñåõ λ′, λ′′ ∈ Γ
âñå âû÷åòû ïðîèçâåäåíèÿ Ψ(λ′, x)Ψ(λ′′, x) ðàâíû 0.



Äàííûå ðàññåÿíèÿ äëÿ ïîòåíöèàëîâ ñ îñîáåííîñòÿìè
âèäà 2/x2 áûëè ïîñòðîåíû â ðàáîòå:
Â.À.Àðêàäüåâ, À.Ê.Ïîãðåáêîâ, Ì.Ê.Ïîëèâàíîâ, �Ñèí-
ãóëÿðíûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ ÊäÂ è ìåòîä îáðàòíîé
çàäà÷è� Çàïèñêè íàóíûõ ñåìèíàðîâ ËÎÌÈ, 133,
Äèôôåðåíöèàëüíàÿ ãåîìåòðèÿ, ãðóïïû Ëè è ìåõà-
íèêà, (1984), 17�37.
Âñå âû÷åòû â ôîðìóëàõ äëÿ îáðàòíîãî ïðåîáðàçîâà-
íèÿ Ôóðüå ðàâíû 0.
Íàøà ðåãóëÿðèçàöèÿ: Åñëè ìû âñòðå÷àåì îñîáåííîñòü
ïîäèíòåãðàëüíîãî âûðàæåíèÿ, ìû îáõîäèì åå â êîì-
ïëåêñíîé îáëàñòè. Îáõîäèòü ìîæíî ñâåðõó è ñíèçó �
ðåçóëüòàò áóäåò îäíèì è òåì æå.



Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå íà ðèìàíîâûõ ïîâåðõíîñòÿõ (íà ïðî-
ñòðàíñòâå ôóíêöèé íà κ0) äàåòñÿ ôîðìóëîé:

< ψ1, ψ2 >κ0=

∫
κ0

ψ1(λ)ψ2(τλ)dµ

1) Âñå òî÷êè âåòâëåíèÿ âåùåñòâåííû, τ äåéñòâóåò òðèâèàëü-
íî íà κ0, íî ôîðìà dµ îòðèöàòåëüíà íà ÷àñòè êîíòóðîâ. Äëÿ
ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå dµFourier/dp < 0 íà [(g + 1)/2] êîíå÷íîé
êîìïîíåíòå êîíòóðà κ0.
2) Åñòü ïàðû êîìïëåêñíî ñîïðÿæåííûõ òî÷åê âåòâëåíèÿ, τ äåé-
ñòâóåò íåòðèâèàëüíî íà κ0: ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå íåëîêàëü-
íî, è ïîýòîìó èíäåôèíèòíî.



Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå íà ïðîñòðàíñòâå ôóíêöèé
ïåðåìåííîé x ∈ R

< f1, f2 >R=

∫
R
f1(x)f 2(x̄)dx

Ýòè ôóíêöèè ïðèíàäëåæàò îáðàçó ñïåêòðàëüíîãî ïðå-
îáðàçîâàíèÿ. Äëÿ ñëó÷àÿ îáùåãî ïîëîæåíèÿ âñå îñî-
áåííîñòè èìåþò âèä u(x) ∼ 2/(x− xj)2. Ëîêàëüíî äëÿ
ôóíêöèé f1, f2 èìååì:

f (x) = d−1/(x− xj) + d1(x− xj) + . . .

Ìû ïèøåì x̄ âìåñòî x â ñêàëÿðíîì ïðîèçâåäåíèè,
÷òîáû ïîäèíòåãðàëüíîå âûðàæåíèå áûëî ãîëîìîðô-
íûì. Âñå âû÷åòû ïîäèíòåãðàëüíîãî âûðàæåíèÿ ðàâ-
íû 0, ïîýòîìó ìîæíî îáõîäèòü îñîáåííîñòè â êîì-
ïëåêñíîé îáëàñòè êàê ñâåðõó, òàê è ñíèçó. Ýòî ñêà-
ëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå èíäåôèíèòíî.



Ïðîñòðàíñòâà Ïîíòðÿãèíà-Ñîáîëåâà (PS):Ëþáàÿ ôóíê-
öèÿ âåùåñòâåííîé ïåðåìåííîé f (x) ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà
êàê

f (x) =

2π/T∫
0

f̂ (p, x)dp,

ãäå f (p, x + T ) = exp(ipT )f (p, x). Òåì ñàìûì L2(R) ïðåäñòàâëåíî
êàê ïðÿìîé èíòåðàë ïðîñòðàíñòâ Áëîõà-Ôëîêå Bκ:

f (x) ∈ Bκ if f (x + T ) = κf (x), |κ| = 1.

Íàøå ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå èìååò êîíå÷íîå ÷èñëî r îòðè-
öàòåëüíûõ êâàäðàòîâ íà êàæäîì èç ïðîñòðàíñòâ Bκ, òî åñòü
ýòî � ïðîñòðàíñòâà PS. Äëÿ ñëó÷àÿ Ôóðüå r = [(g + 1)/2].
Ýòîò ðåçóëüòàò ïîçâîëÿåò îöåíèòü ÷èñëî r′ îñîáåííîñòåé ôóíê-
öèè u(x) íà âåùåñòâåííîé ïðÿìîé.



Ïðèìåð: äåôîðìàöèè ïîä äåéñòâèåì ÊäÔ. Ïóñòü:

u(x, 0) = g(g + 1)℘(x), u(x, 0) = g(g + 1)/x2, g ∈ Z

Ñîîòâåòñòâóþùèå ðåøåíèÿ ÊäÔ èìåþò âèä:

u(x, t) =

g(g+1)/2∑
j=1

2℘(x− xj(t)).

Çàäà÷à: âû÷èñëèòü ÷èñëî r′ âåùåñòâåííûõ ïîëþñîâ
xj(t). Îòâåò íå èçìåíèòñÿ, åñëè ðàññìîòðåòü g(g+1)/x2

âìåñòî g(g + 1)℘(x)



Íàøè àðãóìåíòû:
Ïðè t = 0 ÷èñëî r îòðèöàòåëüíûõ êâàäðàòîâ â íàøåì
ñêàëàðíîì ïðîèçâåäåíèè ðàâíî [(g + 1)/2]. ×èñëî îò-
ðèöàòåëüíûõ êâàäðàòîâ óñòîé÷èâî, ïîýòîìó ìû èìå-
åì r′ ≥ [(g+1)/2] âåùåñòâåííûõ ïîëþñîâ. Äëÿ ìíîãèõ
ñëó÷àåâ ìû ÷èñëåííî ïðîâåðèëè ðàâåíñòâî r′ = r.
Ñóùåñòâîâàíèå ïî êðàéíåé ìåðå îäíîãî âåùåñòâåí-
íîãî ïîëþñà áûëî äîêàçàíî ìíîãî ëåò íàçàä:

Adler M., Moser Ju. On a class of polynomials connected
with the Korteweg-de Vries Equation. Comm. Math.
Phys. (1978) pp 1-30.



Çàêëþ÷èòåëüíîå çàìå÷àíèå: Ñèíãóëÿðíûå ñîáñòâåí-
íûå ôóíêöèè Áëîõà-Ôëîêå âîçíèêàþò â òåîðèè k+1-
÷àñòè÷íîãî îïåðàòîðà Ìîçåðà-Êàëîäæåðî ñ ýëëèï-
òè÷åñêèì ïîòåíöèàëîì åñëè êîíñòàíòà ñâÿçè ðàâíà
n(n + 1), n ∈ Z. Îíè îáðàçóþò k-ìåðíîå êîìïëåêñíîå
àëãåáðàè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå. Äëÿ k > 1 àíàëîãîâ
ðåçóëüòàòà Ýðìèòà ïîêà íå óäàëîñü ïîëó÷èòü: ïî-
êà íå ïîñòðîåíî íå îäíîé ôóíêöèè, îáñëóæèâàþùåé
äèñêðåòíûé ñïåêòð â îáëàñòè, îãðàíè÷åííîé ïîëþñà-
ìè ïîòåíöèàëà. Íàø ñëó÷àé îòâå÷àåò k = 1. Ñêîðåå
âñåãî ïðè k > 1 ýòè ñåìåéñòâà ñîáñòâåííûõ ôóíê-
öèé îáñëóæèâàþò ñïåêòðàëüíóþ çàäà÷ó â íåêîòîðîì
èíäåôèíèòíîì ñêàëÿðíîì ïðîèçâåäåíèè äëÿ ïîäõî-
äÿùèõ ôóíêöèé íà âñåì ïðîñòðàíñòâå Rk.


